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摘要　砂土的非共轴特性表现为主应力方向与塑性应变率方向不一致的现象. 学者通过单剪试验空心圆柱扭

剪试验系统研究了其力学机制. 已有研究表明, 切应力增量会促使土体沿该方向发生塑性变形, 导致主应力方

向与塑性应变率方向逐渐趋于共轴. 微观上, 砂土的非共轴特性源于颗粒接触分布不均引起的组构各向异性.

为了考虑各向异性, 传统的弹塑性本构模型通常在屈服函数、塑性势函数、临界状态线及剪胀方程中引入各

向异性参数. 然而, 这些参数通常具有经验性, 缺乏明确的理论依据. 相比之下, 微观力学模型在应力积分时直

接考虑土的组构各向异性, 无需像传统的弹塑性本构模型引入经验性的各向异性参数. 本文基于 Chang-Hicher

(CH)微观力学模型并结合旋转后的二阶偏组构张量以及组构演化公式, 模拟了不同加载方向的排水三轴和空

心圆柱扭剪试验. 试验的模拟结果均表明砂土的应力比、体积应变以及各向异性随着应变的发展均趋于临界

状态, 验证了该模型符合各向异性临界状态理论. 同时, 土的强度和变形特性与组构的演化息息相关. 对于加载

方向与组构主方向不一致的非共轴加载条件, 土体在大应变下的强度显著降低, 随后组构的变化导致加载方向

的法向接触的比例增大, 土体的强度得以恢复. 与文献中报道的模拟结果相比, CH微观力学模型更好地捕捉了

加载方向对于砂土力学行为的影响.
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Abstract     The non-coaxial behavior of sand is characterized by the misalignment between the directions of the
principal stress and the plastic strain rate. Researchers have systematically studied its mechanical mechanism through
single shear tests and hollow cylinder torsional shear tests. Existing research indicates that an increment in shear stress
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induces plastic deformation along its direction, causing the principal stress and plastic strain rate directions to
progressively align and become coaxial. At the microscopic scale, the non-coaxial behavior of sand originates from fabric
anisotropy caused by non-uniform particle distribution. To account for anisotropy, conventional elastoplastic constitutive
models typically introduce anisotropic parameters into the yield function, plastic potential function, critical state line, and
dilatation equation. However, these parameters are often empirically derived and lack a theoretical basis. In contrast,
multiscale micromechanical models directly incorporate the soil’s fabric anisotropy in the stress averaging equation
without any empirical anisotropic parameters required by conventional elastoplastic constitutive models. Using a rotated
second-order deviatoric fabric tensor and a fabric evolution law, we employed the Chang-Hicher (CH) micromechanical
model to simulate drained triaxial and hollow cylinder torsional shear tests under various loading directions. Simulations
demonstrate that the stress ratio, volumetric strain, and fabric anisotropy of sand evolve toward the critical state at large
strains, which validates the compatibility of the model with the anisotropic critical state theory. The strength and
deformation behaviors of soils are inherently linked to the evolution of their fabric. For undrained triaxial experiments
subjected to non-coaxial loading with the material fabric, the strength of sands reduces significantly at large strains.
Subsequently, changes in the fabric result in more contacts aligned with the loading direction, thereby recovering the soil’
s strength. Compared to simulation results reported in previous studies, the CH model accurately captures the effect of
loading direction on the mechanical behaviors of sands.

Keywords    sand, non-coaxial behavior, micromechanics, anisotropy, fabric evolution

 引言

砂土的非共轴特性表现为主应力方向与塑性应

变率方向不一致的现象. Roscoe[1] 最先在单剪试验

中观察到了砂土的非共轴特性. 随后, Arthur 等[2-3]

的一系列剪切盒试验, Symes 等 [4]、Miura 等 [5]、

Gutierrez等[6]、Yoshimine等[7-8] 以及 Rodriguez等[9]

的一系列空心圆柱扭剪试验系统研究了砂土的非共

轴特性. 研究表明, 砂土在受到外部载荷时, 切应力

增量会促进土体沿该方向发生塑性变形, 从而导致

主应力方向与塑性应变率之间的夹角发生变化, 两
者最终在临界状态时趋于共轴.

从微观上看, 砂土的非共轴特性源于土体颗粒

的不均匀分布而使土体表现出的各向异性. 由于土

颗粒的形状、大小、排列方式以及孔隙的形态、大

小、分布等因素的影响, 土的力学性质表现出明显

的各向异性[10]. 为了描述土的各向异性, 学者通常使

用二阶组构张量[11-12] 表示土体颗粒的微观排列特

征. Li 等[13] 从热力学基本原理出发, 在临界状态理

论 (critical state theory, CST)的基础上增加了组构各

向异性也需达到其临界值的条件, 提出了各向异性

临界状态理论 (anisotropic critical state theory,
ACST). 随后, 学者使用 CT扫描及图像处理技术[14-15]

和离散元模拟[16-18] 验证了各向异性临界状态理论的

正确性. 在各向异性临界状态理论的框架下, 学者分

别将弹性模量[19-20]、临界状态线[21-22]、剪胀方程和

塑性模量[13,23-24]、屈服函数和塑性势函数[25-29] 等引

入各向异性参数以反映组构各向异性对土体力学性

质的影响. 尽管这些模型在模拟土的各向异性方面

取得了一定的成功, 但其对于各向异性参数的选择

通常是经验性的, 缺乏明确的物理意义.
离散单元法 (discrete element method, DEM) 是

研究土体各向异性的有效工具. DEM通过描述土体

的微观结构, 从而直接表征土的各向异性[20,30-31]. 然
而, 由于 DEM 需要精确描述每个颗粒的运动状态,
其计算量较大, 因此难以用于工程实践. 为了克服

DEM 模拟的缺点, 学者提出了微观力学模型[32-36].
微观力学模型并不试图描述每个颗粒的运动状态,
而是在统计意义上对有限方向的接触力进行积分平

均, 在考虑各向异性的同时大大减少了计算量. 微观

力学模型通过在应力积分公式和应变积分公式中引

入组构张量直接考虑土的组构各向异性, 无需像传

统的弹塑性本构模型一样在屈服函数、剪胀方程

或临界状态线上引入各向异性参数. Chang-Hicher
(CH) 微观力学模型[32] 作为一个典型的微观力学模

型, 已被广泛应用于模拟砂土[32,37]、不饱和土[38-39]、

黏土[40-41]、灌浆土[42] 以及月壤[43] 的力学行为. 然
而, 使用 CH 微观力学模型模拟砂土非共轴特性的

研究仍然较少见. Zhao等[44] 提出了一个考虑塑性偏
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应变、状态参数、应力比的组构演化公式, 并使用

该公式在 CH微观力学模型中模拟了砂土的非共轴

特性, 但其模拟结果仍与试验数据相差甚大, 无法有

效描述砂土的组构演化特性 .  为此 ,  本工作基于

CH微观力学模型的基本框架, 结合 Li等[13] 提出的

组构演化公式, 研究了加载方向对砂土力学行为的

影响, 验证了 CH 微观力学模型模拟砂土非共轴特

性的有效性.

 1     CH 微观力学模型

 1.1    模型的基本框架

CH微观力学模型最初由 Chang等[32] 提出用于

模拟砂土的力学行为. 随后该模型被逐步扩展到用

于模拟黏土[40-41,45-46]、不饱和土[38-39,47] 以及土的组

构各向异性[44,48-49]. 根据 Zhao等[37], CH微观力学模

型的具体实现主要分为 4 个部分: 从宏微观应力到

微观接触力的离散假设、描述微观接触力与位移之

间关系的接触模型、将微观接触力与位移转化为宏

观应力与应变的均质化积分以及宏微观接触力的相

互平衡, 如图 1所示.
首先, 宏观应力通过静态约束假设[50] 被转化为

微观接触力

f c
i = σi jA jnlcn (1)

f c
i σi j lcn

A jn

式中,   为接触力,   为应力张量,   为分支向量,
 为代表微观颗粒排列的二阶组构张量, 其定义为

A jn =

■||||||■ 1
V

N∑
c=1

lcjl
c
n

■||||||■
−1

(2)

V N

A jn

F jn

式中,   为代表性体积单元的体积,   为代表性体积

单元中的接触数量. 根据其定义,   与通常使用的

二阶偏组构张量   
[11] 之间的关系可以表示为

(
A jn

)−1
=

1
V

N∑
c=1

lcjl
c
n = 4r2 N

V

(
2
15

F jn+
1
3

I jn

)
(3)

r式中,   为颗粒半径. 将根据静态约束假设得到的接

触力基于弹性假设转化为接触位移, 然后使用接触

模型对接触力进行塑性修正

d f c
i = kc

i jduc
j (4)

kc
i j uc

j式中,   为接触刚度矩阵,   为接触位移. 随后, 更新

后的接触力将根据 Love-Weber 公式[51-52] 积分得到

宏观应力

σi j =
1
V

N∑
c=1

f c
i lcj (5)

应变则通过微观接触位移的积分得到[50]

dεi j =
1
V

■||||||■ N∑
c=1

duc
i lcn

■||||||■A jn (6)

联立式 (1)、式 (4)和式 (6), 可得到 CH微观力

学模型的宏观应力应变关系

dεi j = S i jkldσkl

S i jkl =
1
V

N∑
c=1

(
kc

jl

)−1
lcmlcnAmiAnk (7)

由于根据静态约束假设得到的接触力与使用接

触模型更新后的接触力并不相等, 因此上述过程得

到的宏观应力和微观接触力并不一定平衡. 为此, 需
使用迭代的方法使二者达到平衡[37]. 不平衡的接触

力可以通过下式进行计算

f c,unb
i = σi jA jnln− f c

i (8)

f c,unb
i将不平衡的接触力    叠加到现有的接触力

上, 然后重新计算宏观应力, 直到接触力在宏微观达

到平衡.

 1.2    接触模型

接触模型用于描述微观接触力与接触位移之间

的关系. 首先, CH 模型采用非线性弹性模型来描述

接触的弹性行为

d f c
i = ke,c

i j duc
j, ke,c

i j = diag([kc
n,k

c
r ,k

c
r ]) (9)

f c
i uc

j ke,c
i j

diag (·)
kc

n kc
r

式中,   为接触力,   为接触位移,   为弹性刚度矩

阵,   为将向量转换为对角矩阵的函数. 法向刚

度   和切向刚度   的表达式为[32]

kc
n = kc

n0

(
f c
n

fref

)ne

, kc
r = krRkc

n (10)

 

stress/strain

force/displacement updated force/displacement

updated stress/strain

localization

contact law

homogenization

macroscopic stress/strain

unbalanced contact fo
rce

 
图 1   CH 微观力学模型的基本框架

Fig. 1    Basic framework of the CH micromechanical model
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f c
n kc

n0 fref

ne krR

式中,   为法向接触力,   为参考法向刚度,   为

参考接触力,   为弹性指数,   为切向刚度与法向

刚度的比值.
接触的塑性行为则使用一种类库伦模型来描

述, 其屈服函数为

F = f c
r − f c

n
kc

p tanϕpup,c
r

f c
n tanϕp+ kc

pup,c
r
, kc

p = kpRkc
n

f c
r =

√
( f c

s )2+ ( f c
t )2, up,c

r =

√
(up,c

s )2
+ (up,c

t )2 (11)

f c
s f c

t up,c
s

up,c
t kpR

ϕp

式中,   和   分别为两个方向的切向接触力,   和

 分别为两个方向的塑性切向位移,   为材料常

数.   为峰值摩擦角, 它考虑了颗粒间的咬合效应

tanϕp =

(ec

e

)np
tanϕ (12)

e ec np

ϕ

式中,   为孔隙比,   为临界孔隙比,   为咬合指数,
 为临界摩擦角. 临界状态线的表达式为

ec = eref −λ
(

p′

pa

)ξ
(13)

eref p′ pa

λ ξ

式中,   为参考孔隙比,   为平均有效应力,   为大

气压力,   和   为控制临界状态线形状的参数. 为描

述砂土的剪胀性, 定义了如下的剪胀方程

D =
dup,c

n

dup,c
r
= Ad

(
tanϕd −

f c
r

f c
n

)
(14)

Ad ϕd式中,   为剪胀参数, 剪胀摩擦角   定义为

tanϕd =

(
e
ec

)nd

tanϕ (15)

nd式中,   为剪胀指数.

 1.3    组构各向异性

Ψ

f c
i

⟨Ψ⟩

微观力学模型的一个重要特点是可以在应力积

分上考虑土的组构各向异性, 而无须与一般的弹塑

性模型一样在屈服函数、剪胀方程或临界状态线上

引入各向异性参数. 假设   为一个定义在接触法向

上的微观变量 (例如接触力  ), 那么它在接触法向

上的积分   可以离散为球面坐标系上的高斯积分[53]

⟨Ψ⟩ =
∫
Ω
ξ(n)Ψ (n)dΩ ≈

m∑
c=1

w(n)ξ(n)Ψ (n) (16)

w (n) m

ξ (n)

Fi j

式中,   为对应高斯积分点的权重,   为积分点的

数量,   为接触法向的概率密度函数, 可使用二阶

偏组构张量   表达[54]

ξ(n) =
1

4π
(
1+Fi jninj

)
(17)

ni = nj =
[
cosγ,sinγcosβ,sinγ sinβ

]T式中 ,    为接触法

向的单位方向向量. 将式 (5) 和式 (6) 中的积分求和

公式转化为式 (16) 所示的数值积分形式, 即可在微

观力学模型中考虑土的组构各向异性. 例如, 式 (5)
所示的应力积分公式可表示为如下数值积分形式

σi j =
1
V

N∑
c=1

f c
i lcj =

N
V

m∑
c=1

wcξc · f c
i lcj (18)

wc ξc c式中,   和   分别为第   个积分点的权重和概率密

度函数值.
自然重力沉积的土体通常表现出横观各向同性

的组构特性[44], 其二阶偏组构张量可以表示为

F =

■||||||||■∆ 0 0
0 −∆/2 0
0 0 −∆/2

■||||||||■ (19)

∆式中,   为土体的各向异性参数, 反映了土体各向异

性的大小. 如图 2所示, 当应力主方向与组构主方向

不一致时, 土体的力学行为会表现出非共轴特性. 应
力主方向与组构主方向之间的夹角越小, 法向接触

与应力主方向一致的比例越高, 土体能更有效地抵

抗外部载荷, 土体强度也随之增大. 相反, 当应力主

方向与组构主方向之间的夹角较大时, 法向接触力

与应力主方向不一致的比例增加, 土体强度降低.
α

F′

若应力主方向与组构主方向之间的夹角为   ,
则可以通过以下公式将二阶偏组构张量转化为应力

主方向坐标系下的二阶偏组构张量 

F′ = R(α)FR(α)T (20)

 

x1

x3

x2

σ1

σ2

σ3

α

bedding plane

 
图 2   组构主方向与主应力方向的夹角

Fig. 2    Angle between directions of principle fabric and of
principle stress
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R (α) x2 α式中,   为绕   轴旋转   的旋转矩阵, 其表达式为

R(α) =

■||||||||■ cosα 0 sinα
0 1 0

−sinα 0 cosα

■||||||||■ (21)

α = 0◦

α ≠ 0◦

将旋转后的二阶偏组构张量代入式 (17) 中, 即
可使用微观力学模型模拟土的非共轴特性. 在后续

讨论中, “共轴加载”指应力主方向与组构主方向一

致的加载条件 ( ), “非共轴加载”指应力主方向

与组构主方向不一致的加载条件 ( ).
根据各向异性临界状态理论[13], 土体的组构各

向异性在临界状态时同样会达到其临界值, 这说明

临界状态时的土体强度与初始组构无关, 而仅与加

载方向有关. 为此, Li 等[13] 提出了如下的组构演化

公式

dF = ⟨λ⟩c(n− rF) (22)

c r ⟨λ⟩ n

F n

A

式中,   和   为模型参数,   为塑性偏应变的大小, 
为加载方向, 一般可取为塑性偏应变的方向. 为了描

述组构张量   与加载方向   之间的相对关系, Li等[13]

提出了如下的组构各向异性变量 

A = F : n= FnF : n= FN (23)

nF F

N F n

A = 1 A

式中,   为组构张量的方向,   为组构张量的范数,
 为加载方向的范数. 当组构张量    与加载方向  

共轴时,  . 因此, 可以将   作为判断土体是否达

到各向异性临界状态的指标.

 2     结果与讨论

 2.1    模型参数的确定

本模型的主要参数可通过以下方法确定.
kn0 ne krR kn0 krR

E

G v

(1) 弹性参数 ( ,  ,  ): 参数   和   控制

材料的弹性行为, 其与宏观弹性模量  、剪切模量

 和泊松比   之间的关系为

E =
10kn0

rv
krR

2+3krR
, v =

1− krR

2+3krR

G =
5kn0

rv
krR

3+2krR
(24)

kn0 krR ne

因此, 可以通过测量材料的弹性模量和泊松比

来确定参数   和  . 参数   控制弹性模量的应力

相关性, 其值通常在 1/3 ~ 1 之间.
∆ ∆(2) 初始各向异性的大小 ( ): 参数   控制材料

的初始各向异性大小, 可以通过测量材料在不同加

Ghh/Ghv ∆

载方向下的弹性模量来确定. 对于横观各向同性的

材料, 不同方向的剪切模量比   与参数   之
间的关系为[55]

Ghh

Ghv
=

1+∆/10
1+2∆/5

(25)

Ghh/Ghv

∆

因此, 可以通过测量材料的剪切模量比 
来确定初始各向异性的大小 

∆ =
10(1−Ghh/Ghv)

4Ghh/Ghv−1
(26)

eref λ ξ ϕc eref λ

ξ

ϕc

M ϕc

∆ f

(3) 临界状态线参数 ( ,  ,  ,  ): 参数  , 
和   控制材料的临界状态线, 可以通过测量材料在

不同围压下的临界孔隙比来确定. 摩擦角   则可以

通过测量材料在三轴试验下的临界应力比来确定.
根据 Wang 等[56], 对于共轴加载下的常规三轴试验,
临界应力比   与摩擦角   和临界状态下各向异性

的大小   之间的关系为

MTC =

(
6+3∆ f /5

)
sinϕc+9∆ f /5

3−
(
1−4∆ f /5

)
sinϕc

MTE =

(
6+3∆ f /5

)
sinϕc−9∆ f /5

3+
(
1−4∆ f /5

)
sinϕc

(27)

MTC MTE ϕc

因此, 可以通过测量材料在三轴压缩和三轴拉

伸下的临界应力比   和   来确定摩擦角 

sinϕc =
3MTC−9∆ f /5

6+3∆ f /5+
(
1−4∆ f /5

)
MTC

sinϕc =
3MTE+9∆ f /5

6+3∆ f /5−
(
1−4∆ f /5

)
MTE

(28)

c r c r

r c

(4) 组构演化参数 ( ,  ): 参数   和   控制材料

组构各向异性的演化速度和临界值. 对于常规三轴

试验,   可取为 1, 而参数   则需根据试验数据进行

拟合.
np nd Ad

np

nd Ad

(5) 咬合效应参数 ( ) 和剪胀参数 ( ,  ): 参
数   控制颗粒咬合效应对峰值摩擦角的影响, 参数

 控制孔隙比对剪胀摩擦角的影响, 参数   控制

材料的剪胀特性. 这些参数通常需根据试验数据进

行拟合.

 2.2    试验数据

为了评估微观力学模型对于砂土非共轴特性的

模拟效果, 本文收集了文献中的试验数据, 详见表 1,
试验对应的模型参数详见表 2 .  试验数据包括
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α 0◦ 90◦

Cambria砂的排水三轴试验[57] 和 Toyoura砂的空心

圆柱扭剪试验[7]. 其中, Cambria 砂的试验数据为不

同围压下的砂土在   为   和   时的三轴排水试验

数据, 目的是探究 Cambria 砂在不同围压下的非共

轴特性; Toyoura砂的试验数据为不同加载方向下的

空心圆柱扭剪试验数据, 目的是探究 Toyoura 砂在

不同加载方向下的非共轴特性.

 2.3    Cambria 砂的模拟结果

α = 0◦

α = 90◦

图 3展示了 Cambria砂的排水三轴试验模拟结

果, 图中 po为初始平均应力. 从图中可以看出, 模型

能够较好地模拟 Cambria砂在不同围压下的力学特

性. 由于 Cambria砂存在初始各向异性, 接触法向在

竖直方向的密度大于其水平方向的密度, 其竖直方

向的强度大于水平方向的强度, 因此 Cambria 砂在

共轴加载时 ( ) 的偏应力和体积应变大于非共

轴加载时 ( )的偏应力和体积应变. 同时, 在相

同围压下, 不同加载方向时的偏应力和体积应变并

未趋于同一临界值, 这说明材料此时并未达到各向

异性临界状态.

A

F

为了验证模型是否满足各向异性临界状态理论,
模拟了 Cambria 砂在极大应变下的力学行为. 图 4
展示了轴向应变加载到 80%时组构各向异性变量 

和组构张量的范数   的演化. 可以看出, 随着应变的

A F

α = 90◦

F

α = 0◦ F

增加, 组构各向异性变量    和组构张量的范数    均

趋于 1, 这表明 Cambria砂在极大应变下达到了各向

异性临界状态, 这与文献 [13, 27-28] 中的结果是一

致的. 有趣的是, 非共轴加载时 ( )组构张量的

范数   先减小到 0.18左右, 随后逐渐增加到 1, 而共

轴加载时 ( ) 组构张量的范数   则直接增加到

1. 这种现象同样可以在先前的文献中观察到[13,27,58].
当加载方向与材料的弱轴 (即组构的第二主方向)一
致时, 材料的组构发生重组以抵抗外部载荷, 这将导

致材料的弱轴方向的接触数增加, 而材料的强轴 (即
组构的第一主方向)方向的接触数减少, 从而导致材

料的加载初期由各向异性趋向于各向同性, 随后又

逐渐趋向于各向异性临界状态. 由于本文所使用的

式 (29)所示的组构演化公式仅仅考虑了塑性偏应变

对组构的影响, 因此不同围压下的 Cambria 砂的各

向异性的演化路径基本一致. 由于微观力学模型直

接在应力积分公式中考虑各向异性的影响, 因此可

以很容易地引入不同的组构演化公式, 未来的工作

可以在组构演化公式中引入应力对组构演化的影响.
图 3表明 Cambria砂在加载过程中应力比和体

 

表 1   试验数据总结

Table 1    Summary of experimental data

Parameter Cambria sand Toyoura sand

mean diameter/mm 1.42 0.17

pressure/kPa 50/100/200/400 50/100/300/500

void ratio 0.535 0.861 ~ 0.890

reference Ochiai et al.[57] Yoshimine et al.[7]

 

表 2   模型参数总结

Table 2    Summary of model parameters

Parameter Cambria sand Toyoura sand

kn0 ne/(N·mm−1),  611, 0.68 79.9, 0.71

krR kpR,  6.23, 0.16 0.31, 0.32

ϕc
◦/( ) 28.7 27.6

eref λ ξ,  ,  2.29, 1.18, 0.12 0.934, 0.019, 0.7

np nd Ad,  ,  0.37, 0.92, 1.40 1.15, 0.58, 0.51

∆ c r,  ,  0.20, 4.39, 1.0 0.43, 3.63, 1.0

 

0 2 4 6 8 10

axial strain/%

(a) 偏应力
(a) Deviatoric stress

(b) 体积应变
(b) Volumetric strain

0

250

500

750

1000

1250

1500

1750

d
ev

ia
to

ri
c 

st
re

ss
/k

P
a

experiment
po = 50 kPa, α = 0°
po = 100 kPa, α = 0°
po = 200 kPa, α = 0°
po = 400 kPa, α = 0°

po = 50 kPa, α = 90°
po = 100 kPa, α = 90°
po = 200 kPa, α = 90°
po = 400 kPa, α = 90°

0 2 4 6 8 10

axial strain/%

0

2

4

6

8

v
o
lu

m
et

ri
c 

st
ra

in
/%

po = 50 kPa, α = 0°
po = 100 kPa, α = 0°
po = 200 kPa, α = 0°
po = 400 kPa, α = 0°

po = 50 kPa, α = 90°
po = 100 kPa, α = 90°
po = 200 kPa, α = 90°
po = 400 kPa, α = 90°

simulation

 
图 3   Cambria砂的排水三轴试验与模拟结果比较

Fig. 3    Comparison between drained triaxial experiments and
simulations on Cambria sand
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积应变均未达到临界状态. 为了验证模型在考虑各

向异性时应力比和体积应变的演化是否符合临界状

态理论, 图 5 展示了极大应变下 Cambria 砂的应力

比和体积应变的演化. 可以看出, Cambria 砂在轴向

应变为 30% 左右时, 不同加载方向的应力比就已经

达到临界状态 (不同加载方向的应力比趋于相同的

临界值 ) ,  而体积应变和孔隙比则在轴向应变为

70%左右时达到临界状态. 结合图 4可以发现, 应力

比达到临界状态时组构各向异性还未达到临界状

态, 因此应力比在组构各向异性趋于临界状态的过

程中还会发生一定的变化. 同时, 由于组构各向异性

与应变积分公式 (式 (6))之间的耦合关系, 体积应变

的演化与各向异性的演化息息相关而与应力比之间

的关系不显著. 总而言之, CH 微观力学模型能够较

好地模拟 Cambria 砂的非共轴特性, 并且在考虑组

构各向异性时应力比和体积应变的演化符合各向异

性临界状态理论.
图 6为 Cambria砂的应力比、体积应变与组构

各向异性变量之间的关系. 从图中可以看出, 应力比
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图 4   Cambria 砂的组构各向异性演化

Fig. 4    Evolution of fabric anisotropy for Cambria sand
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图 5   Cambria 砂的应力比和体应变演化

Fig. 5    Evolution of stress ratio and volumetric strain for
Cambria sand
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图 6   Cambria 砂的应力比、体应变与组构各向异性变量之间的关系

Fig. 6    Relationship between stress ratio, volumetric strain and fabric
anisotropy variable for Cambria sand
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对于组构各向异性变量的敏感性较低, 而体积应变

对于组构各向异性变量的敏感性较高. 在加载前期,
应力比迅速增长, 此时塑性应变较小, 组构各向异性

的变化不显著. 随着加载的进行, 塑性应变不断累积,
组构各向异性变化显著, 应力比的增长速度减缓, 体
积应变则逐渐增大. 最终, 当组构各向异性趋于临界

状态时, 应力比和体积应变均达到临界状态. 上述结

果表明, 由于本文使用的式 (29) 所示的基于塑性偏

应变的组构演化公式, 组构各向异性变量的演化与

应变的演化密切相关, 而与应力比之间的关系不显著.

 2.4    Toyoura 砂的模拟结果

图 7 展示了不同围压、不同孔隙比下 Toyoura
砂的不排水三轴试验的模拟结果, 图中 eo为初始孔

隙比. 从图中可以看出, 模型有效地模拟了 Toyoura
砂在不同加载条件下的力学行为. Zhao等[44] 同样使

用 CH微观力学模型并结合以下组构演化公式模拟

了 Toyoura砂的不排水三轴试验

dF = h

■||■||■Fc−F :
dϵ p

q

∥dϵ p
q ∥

exp
[
m(M−η)+ψ

]■||■||■dϵ p
q (29)

h Fc m dϵ p
q η式中,  ,  ,   为模型参数,   为塑性偏应变增量, 

ψ = e− ec

M = η ψ = e− ec = 0

M

M−η

为应力比,   为状态参数. Zhao 等[44] 的模拟

结果表明, 在小应变时, 模拟结果比试验结果偏软,
而在大应变时, 模拟结果比试验结果偏硬. 本文的模

拟结果则表明, 模型在小应变和大应变时均能较好

地模拟 Toyoura 砂的力学行为. 式 (29) 所示的组构

演化公式考虑了应力比和状态参数对组构演化的影

响, 并且该公式在临界状态时 ( ,  )
退化到式 (29)所示的组构演化公式. 然而, 如式 (27)
所示, CH 微观力学模型中的临界应力比    与组构

各向异性有关而并非常数, 因此式 (29)中的   项

高估了应力比对组构演化的影响, 从而导致模拟结

果在大应变时偏硬. 相比之下, 本文使用的式 (29)所
示的组构演化公式仅考虑了塑性偏应变对组构演化

的影响, 模型在小应变和大应变时均能较好地模拟

Toyoura砂的力学行为.
为了验证不同加载方向时的非共轴特性对砂土

力学行为的影响, 我们模拟了 Toyoura 砂的空心圆

柱扭剪试验[7]. 根据 Li等[13], 空心圆柱扭剪试验可通

过不同加载方向的不排水三轴试验来模拟. 图 8 和

图 9分别展示了不同加载方向下 Toyoura砂的不排
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图 7   Toyoura砂的不排水三轴试验和模拟结果比较

Fig. 7    Comparison between undrained triaxial experiments and
simulations on Toyoura sand

 

α = 0°, eo = 0.825

α = 15°, eo = 0.823

α = 30°, eo = 0.820

α = 45°, eo = 0.829

α = 0°, eo = 0.825

α = 15°, eo = 0.823

α = 30°, eo = 0.820

α = 45°, eo = 0.829

0 2 4 6 8

axial strain/%

0

50

100

150

200

d
ev

ia
to

ri
c 

st
re

ss
/k

P
a

(a) 轴向应变与偏应力
(a) Axial strain vs. deviatoric stress

experiment

60 80 100 120 140

mean stress/kPa

0

50

100

150

200

d
ev

ia
to

ri
c 

st
re

ss
/k

P
a

(b) 平均应力与偏应力
(b) Mean stress vs. deviatoric stress

simulation

 
图 8   不同加载方向下的 Toyoura砂的不排水三轴压缩试验与模拟

结果比较

Fig. 8    Comparison between undrained triaxial compression
experiments with different loading directions and simulations on

Toyoura sand
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α

α 45◦

水三轴压缩试验和拉伸试验的模拟结果. 从图中可

以看出, 模型有效地模拟了加载方向对于 Toyoura
砂土力学行为的影响. 当主应力方向与组构主方向

之间的夹角   越大时, 土体越软, 强度也越低. 同时,
当    大于    时, 土体在大应变下的强度显著降低,
但随后组构的变化导致其应力应变曲线折返.

A

F

A F

α 90◦

F

F

α 60◦ 90◦

F

为了更清晰地说明组构各向异性对 Toyoura 砂
土力学行为的影响, 图 10展示了 Toyoura砂在不同

加载方向下的组构各向异性变量   和组构张量的范

数   的演化. 可以看出, 随着应变的增加, 组构各向

异性变量    和组构张量的范数    均趋于 1, 这表明

Toyoura砂在极大应变下达到了各向异性临界状态,
这与 Cambria 砂的排水三轴试验模拟结果一致. 与
Cambria砂不同的是, 当   为   时, 组构张量的范数

 先减小到 0, 随后逐渐增加到 1. 由于 Toyoura砂的

初始各向异性较大, 土在水平方向的强度显著小于

竖直方向的强度. 因此在水平加载时, 土体的组构很

容易发生重组使得加载方向有更多的法向接触力以

抵抗外部载荷, 从而导致组构张量的范数   在加载

初期迅速减小到 0. 当   在   ~   之间时, 组构张

量的范数   则先减小到一定值, 随后逐渐增加到 1.

α

α

F

F

α

45◦

这说明    越大, 组构张量在加载初期越容易趋于各

向同性, 随后又逐渐趋于各向异性临界状态. 当   越

大时, 与加载方向同向的法向接触的比例越小, 土体

的组构越容易发生重组使得加载方向有更多的法向

接触力以抵抗外部载荷, 从而导致组构张量的范数

 在加载初期逐渐减小. 随着加载的进行, 组构主方

向逐渐与加载方向一致, 与加载方向同向的法向接

触的比例逐渐增大, 组构张量的范数   也逐渐增大,
最终趋于各向异性临界状态. 因此, 在图 9 中, 当  

大于   时, 土体在大应变下的强度显著降低, 随后

组构的变化导致加载方向的法向接触的比例增大,
土的强度得以恢复, 从而导致应力应变曲线折返.

A

图 11 展示了文献中报道的 Toyoura 砂不排水

三轴压缩试验的模拟结果. 从图中可以看出, Li等[13]

和 Zhao等[44] 的模拟结果大致捕捉了加载方向对砂

土力学行为的影响. Li等[13] 在剪胀状态线 (dilatancy
state line, DSL) 中引入了组构各向异性参数   以考

虑砂土的各向异性. 尽管本研究采用了 Li等[13] 的组

构演化公式, 但模拟结果明显更优. 组构各向异性对

于应力剪胀关系的影响可以通过式 (6) 所示的应变

积分公式反应, 而其对于砂土强度的影响可以通过

式 (5) 所示的应力积分公式反应. Li 等[13] 虽考虑了
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图 9   不同加载方向下的 Toyoura砂的不排水三轴拉伸试验与模拟

结果比较

Fig. 9    Comparison between undrained triaxial extension experiments
with different loading directions and simulations on Toyoura sand
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图 10   Toyoura 砂的组构各向异性演化

Fig. 10    Evolution of fabric anisotropy for Toyoura sand
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组构各向异性对砂土剪胀特性的影响, 但未考虑组

构各向异性对砂土强度的影响, 因此其模拟结果未

能有效地捕捉加载方向对砂土力学行为的影响. 这
表明 Zhao等[44] 提出的组构演化公式无法有效表征

Toyoura 砂的组构演化特性. 值得注意的是, Zhao
等[44] 假设 Toyoura 砂的初始组构张量的范数    为

0.2, 这与 Li 等[13] 采用的 0.4 以及本研究中采用的

0.53存在显著差异 (作为对比, Gao等[27-28] 取为 0.45).
这一差异表明, Zhao等[44] 显著低估了 Toyoura砂的

初始各向异性, 从而导致其模拟结果显著低估了加

载方向对于砂土力学行为的影响.

 3     结论

本文使用 CH 微观力学模型模拟了砂土的非共

轴特性. 通过在应力积分公式中直接引入组构各向

异性, 模型能够有效地模拟砂土在不同加载方向下

的力学行为. 本文得到主要结论如下.
(1) CH 微观力学模型能够有效地模拟砂土的非

共轴特性, 通过模拟排水和不排水条件下的三轴试

验, 揭示了组构各向异性对砂土非共轴力学特性的

影响. 与文献中报道的模拟结果相比, 本文的模拟结

果更好地捕捉了加载方向对砂土力学行为的影响.
(2) 排水和不排水三轴试验的模拟结果表明,

大应变下砂土的应力比、体积应变与组构各向异性

均逐渐趋于临界状态, 这验证了模型符合临界状态

理论.

α 45◦
(3) 土体的强度和变形特性与组构的演化密切

相关. 例如, 对于   大于   时的不排水三轴试验,
土体在大应变下的强度显著降低, 随后组构的变化

导致加载方向的法向接触的比例增大, 土体的强度

得以恢复, 从而导致应力应变曲线出现折返现象.
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